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1. INTRODUCCIÓN

�ConducciónConducciónConducciónConducción

Mecanismo complejo de transmisión de calor que transcurre a nivel microscópico y mediante el
cual los átomos y moléculas interaccionan a través de choques elásticos e inelásticos que
propagan la energía debido a un gradiente de temperatura.

�Ley de Fourier:Ley de Fourier:Ley de Fourier:Ley de Fourier:

TkqFlujo ∇⋅−=: [1][1][1][1]

k: conductividad térmicak: conductividad térmicak: conductividad térmicak: conductividad térmica

�TC en sólidos (conducción):TC en sólidos (conducción):TC en sólidos (conducción):TC en sólidos (conducción):

Ley de FourierLey de FourierLey de FourierLey de Fourier
Perfil de TemperaturasPerfil de TemperaturasPerfil de TemperaturasPerfil de Temperaturas Flujo (q) y/o Caudal (Q) de calorFlujo (q) y/o Caudal (Q) de calorFlujo (q) y/o Caudal (Q) de calorFlujo (q) y/o Caudal (Q) de calor

ConducciónConducciónConducciónConducción ConvecciónConvecciónConvecciónConvección RadiaciónRadiaciónRadiaciónRadiación

SólidoSólidoSólidoSólido SíSíSíSí NoNoNoNo NoNoNoNo

FluidoFluidoFluidoFluido Sí Sí Sí Sí (↓)(↓)(↓)(↓) Sí Sí Sí Sí (↑)(↑)(↑)(↑) Sí Sí Sí Sí (↑)(↑)(↑)(↑)

TkAQCaudal ∇⋅⋅−=:

� � �� �
��
��

	 

��
��

	 �
��
�

� � ��
��
��

∴ Q � �A ∙ k ∙
��
��1 DIM.1 DIM.1 DIM.1 DIM.

αααα: : : : difusividaddifusividaddifusividaddifusividad térmicatérmicatérmicatérmica

� � � ����
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1. INTRODUCCIÓN

�Ecuación de conservación de cualquier propiedad extensiva:Ecuación de conservación de cualquier propiedad extensiva:Ecuación de conservación de cualquier propiedad extensiva:Ecuación de conservación de cualquier propiedad extensiva:

[2][2][2][2]( ) Gv
t

+φ−∇=⋅Π∇+
∂
Π∂ r

AcumulaciónAcumulaciónAcumulaciónAcumulación
Transporte porTransporte porTransporte porTransporte por

convecciónconvecciónconvecciónconvección
TransporteTransporteTransporteTransporte
molecularmolecularmolecularmolecular

GeneraciónGeneraciónGeneraciónGeneración

�Sólidos (v=0):Sólidos (v=0):Sólidos (v=0):Sólidos (v=0):

�Energía:Energía:Energía:Energía:

• ΠΠΠΠ: concentración de energía, : concentración de energía, : concentración de energía, : concentración de energía, ρρρρ ccccPPPP TTTT,,,,
• φφφφ: flujo de calor (Ley de Fourier), : flujo de calor (Ley de Fourier), : flujo de calor (Ley de Fourier), : flujo de calor (Ley de Fourier), ----k k k k ∇∇∇∇TTTT,,,,
• GGGG: generación de calor por unidad de volumen y : generación de calor por unidad de volumen y : generación de calor por unidad de volumen y : generación de calor por unidad de volumen y 

tiempo por efecto Joule o reacciones nucleares, tiempo por efecto Joule o reacciones nucleares, tiempo por efecto Joule o reacciones nucleares, tiempo por efecto Joule o reacciones nucleares, 
por ejemplo.por ejemplo.por ejemplo.por ejemplo.

G
t

+φ−∇=
∂
Π∂

[3][3][3][3]

( ) GTk
t

T
cP +∇⋅−−∇=

∂
∂⋅⋅ρ [4][4][4][4]
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1. INTRODUCCIÓN

Condiciones de contornoCondiciones de contornoCondiciones de contornoCondiciones de contorno
Condiciones inicialesCondiciones inicialesCondiciones inicialesCondiciones iniciales

( ) GTk
t

T
cP +∇⋅−−∇=

∂
∂⋅⋅ρ IntegraciónIntegraciónIntegraciónIntegración

Perfil de Perfil de Perfil de Perfil de 
temperaturatemperaturatemperaturatemperatura

Caudal y flujoCaudal y flujoCaudal y flujoCaudal y flujo

Ley de FourierLey de FourierLey de FourierLey de Fourier

�Clasificación problemas de TC en sólidos:Clasificación problemas de TC en sólidos:Clasificación problemas de TC en sólidos:Clasificación problemas de TC en sólidos:

•Temperatura Temperatura Temperatura Temperatura –––– tiempo:tiempo:tiempo:tiempo:
• Régimen estacionario: T no varía con t.Régimen estacionario: T no varía con t.Régimen estacionario: T no varía con t.Régimen estacionario: T no varía con t.
• Régimen no estacionario: T varía con t.Régimen no estacionario: T varía con t.Régimen no estacionario: T varía con t.Régimen no estacionario: T varía con t.

•Temperatura Temperatura Temperatura Temperatura –––– coordenadas espaciales:coordenadas espaciales:coordenadas espaciales:coordenadas espaciales:
• Unidimensional: T varía con una coordenada.Unidimensional: T varía con una coordenada.Unidimensional: T varía con una coordenada.Unidimensional: T varía con una coordenada.
• Bidimensional: T varía con dos coordenadas.Bidimensional: T varía con dos coordenadas.Bidimensional: T varía con dos coordenadas.Bidimensional: T varía con dos coordenadas.
• Tridimensional: T varía con tres coordenadas.Tridimensional: T varía con tres coordenadas.Tridimensional: T varía con tres coordenadas.Tridimensional: T varía con tres coordenadas.

•Generación de energía:Generación de energía:Generación de energía:Generación de energía:
• Sin generación (Conducción simple): G=0Sin generación (Conducción simple): G=0Sin generación (Conducción simple): G=0Sin generación (Conducción simple): G=0
• Con generación G≠0.Con generación G≠0.Con generación G≠0.Con generación G≠0.

�Solución de problemas de TC en sólidos:Solución de problemas de TC en sólidos:Solución de problemas de TC en sólidos:Solución de problemas de TC en sólidos:

�Soluciones de la ECESoluciones de la ECESoluciones de la ECESoluciones de la ECE

• Analítica (Analítica (Analítica (Analítica (dos variables dos variables dos variables dos variables y geometría sencilla).y geometría sencilla).y geometría sencilla).y geometría sencilla).
• Métodos numéricos.Métodos numéricos.Métodos numéricos.Métodos numéricos.
• Métodos gráficos aproximados.Métodos gráficos aproximados.Métodos gráficos aproximados.Métodos gráficos aproximados.
• Métodos analógicos (Ley de Ohm y Fourier).Métodos analógicos (Ley de Ohm y Fourier).Métodos analógicos (Ley de Ohm y Fourier).Métodos analógicos (Ley de Ohm y Fourier).
• Analíticos aproximados.Analíticos aproximados.Analíticos aproximados.Analíticos aproximados.
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL

� Introducción:Introducción:Introducción:Introducción:

�Casos:Casos:Casos:Casos:

• Geometrías sencillasGeometrías sencillasGeometrías sencillasGeometrías sencillas

•Conducción sin generación Conducción sin generación Conducción sin generación Conducción sin generación 

•Sección de paso constante y variableSección de paso constante y variableSección de paso constante y variableSección de paso constante y variable

•Conductividad constante y variableConductividad constante y variableConductividad constante y variableConductividad constante y variable

•Conducción con generaciónConducción con generaciónConducción con generaciónConducción con generación

• Sólidos en serieSólidos en serieSólidos en serieSólidos en serie

• Superficies extendidasSuperficies extendidasSuperficies extendidasSuperficies extendidas

• Solución analítica viableSolución analítica viableSolución analítica viableSolución analítica viable

• Análisis de casos y metodologíaAnálisis de casos y metodologíaAnálisis de casos y metodologíaAnálisis de casos y metodología

( ) GTk +∇⋅−−∇=0 [5][5][5][5]( ) GTk
t

T
cP +∇⋅−−∇=

∂
∂⋅⋅ρ [4][4][4][4]

Régimen estacionarioRégimen estacionarioRégimen estacionarioRégimen estacionario
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.1 Geometrías sencillas

�Ecuación general de conservación de energía:Ecuación general de conservación de energía:Ecuación general de conservación de energía:Ecuación general de conservación de energía:

2.1.1 Conducción sin generación

( ) GTk +∇⋅−−∇=0 [5][5][5][5] ( ) 0=∇⋅−∇ Tk [6][6][6][6]

k = ctek = ctek = ctek = cte

02 =∇ T

G = 0G = 0G = 0G = 0

[7][7][7][7]

Sección de paso constante

xxxx1111 xxxx2222

TTTT1111

xxxx

yyyy z

qqqqxxxx

T=T(x)T=T(x)T=T(x)T=T(x)

ZZZZ

YYYY

eeee

TTTT2222

Ecuación de LaplaceEcuación de LaplaceEcuación de LaplaceEcuación de Laplace
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Sección de paso constante
Modelo matemáticoModelo matemáticoModelo matemáticoModelo matemático

Perfil de TemperaturasPerfil de TemperaturasPerfil de TemperaturasPerfil de Temperaturas

Flujo de calorFlujo de calorFlujo de calorFlujo de calor

11
21

21 )()( Txx
xx

TT
xT +−

−
−= [11][11][11][11]

k
e

TT
xx
TT

k
dx
dT

kTkq 21

12

21 −=
−
−⋅=⋅−=∇⋅−= [12][12][12][12]

aResistenci
ImpulsoraFuerza 21 =∆=

⋅

−=⋅=
R

T

Ak

e
TT

AqQ [13][13][13][13]

Caudal de calorCaudal de calorCaudal de calorCaudal de calor

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.1 Geometrías sencillas

2.1.1 Conducción sin generación

xxxx1111 xxxx2222

TTTT1111

xxxx

yyyy z

QQQQ

T=T(x)T=T(x)T=T(x)T=T(x)

ZZZZ

YYYY

eeee

TTTT2222

11 ),( TtxT =

22 ),( TtxT =

[8][8][8][8]

[9][9][9][9]

[10][10][10][10]

 

02

2

=






=
dx

dT

dx

d

dx

Td

Condiciones
de contorno
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[20][20][20][20]

1

2

21

ln
)2()()(

R

R
TT

LkrArqQ
−⋅⋅⋅⋅=⋅= π

Caudal de Caudal de Caudal de Caudal de calorcalorcalorcalor

Modelo matemáticoModelo matemáticoModelo matemáticoModelo matemático

[15][15][15][15]

[16][16][16][16]

[17][17][17][17]

0=







dr

dT
r

dr

d

11 ),( TtRT =

22 ),( TtRT =

Sección de paso variable: Geometría cilíndrica

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.1 Geometrías sencillas

2.1.1 Conducción sin generación

[14][14][14][14]LrrfrA ⋅⋅⋅== π2)()(
TTTT1111

TTTT2222

TTTT

RRRR1111 RRRR2222
rrrr

T=T(r)T=T(r)T=T(r)T=T(r)

RRRR1111

RRRR2222TTTT2222

TTTT1111

QQQQ

rrrr

zzzz

LLLL

L >>> RL >>> RL >>> RL >>> R2222

Perfil de TemperaturasPerfil de TemperaturasPerfil de TemperaturasPerfil de Temperaturas

[18][18][18][18]1

2

1

21
1 ln

ln
)(

R

r

R

R

TT
TrT ⋅−+=

Flujo de calorFlujo de calorFlujo de calorFlujo de calor

[19][19][19][19]r

R

R

TT
k

dr

dT
kTkrq

1

ln
)(

1

2

21 ⋅−⋅=⋅−=∇⋅−=

[21][21][21][21]

mlAk

e
TT

Q

⋅

−= 21

1

2
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Modelo matemáticoModelo matemáticoModelo matemáticoModelo matemático

[22][22][22][22]

[23][23][23][23]

[24][24][24][24]

02 =







dr
dT

r
dr
d

Perfil de TemperaturasPerfil de TemperaturasPerfil de TemperaturasPerfil de Temperaturas

Flujo de calorFlujo de calorFlujo de calorFlujo de calor

[25][25][25][25]

[26][26][26][26]

[27][27][27][27]
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Caudal de calorCaudal de calorCaudal de calorCaudal de calor

[28][28][28][28]
mg

21
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TT
Q

⋅

−
=

Sección de paso variable: Geometría esférica

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.1 Geometrías sencillas

2.1.1 Conducción sin generación

rφ

θ

R2

R1

QQQQ

T1

T2
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T=T(r)T=T(r)T=T(r)T=T(r)
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2
121 ···4)··4)·(··4(· RRRRAAAmg πππ ===

11 ),( TTRT =
22 ),( TtRT =

24)( rrA ⋅⋅= π
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.1 Geometrías sencillas

2.1.2 Conducción sin generación

Conductividad variable

25 ºC25 ºC25 ºC25 ºC
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.1 Geometrías sencillas

2.1.2 Conducción sin generación

Conductividad variable
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EjemploEjemploEjemploEjemplo::::

• Resistencia lineal

• Geometría plana

[29][29][29][29]ba·T(T)k +=
0)( =∇⋅∇ Tk [30][30][30][30]

IntegrandoIntegrandoIntegrandoIntegrando

( ) ( )
( ) ( ) 1

2
11

22

22 21

21
2

2
2

1

TbT
a

xxTbT
a

xx

TTbTT
a

⋅+⋅+−⋅=⋅+⋅ −

−⋅+−⋅

Perfil de temperaturaPerfil de temperaturaPerfil de temperaturaPerfil de temperatura

[31][31][31][31]
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e

TT
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Caudal de calorCaudal de calorCaudal de calorCaudal de calor

[32][32][32][32]

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.1 Geometrías sencillas

2.1.2 Conducción sin generación

Conductividad variable

GeneralizaciónGeneralizaciónGeneralizaciónGeneralización
unidimensional y geometría sencillaunidimensional y geometría sencillaunidimensional y geometría sencillaunidimensional y geometría sencilla

aResistenci
impulsora Fuerza21 =∆=

⋅

−=
R

T

Ak

e

TT
Q

mm

R
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∆=

[33][33][33][33]

[34][34][34][34] Ley de OhmLey de OhmLey de OhmLey de Ohm
Fundamento de analogía: Fundamento de analogía: Fundamento de analogía: Fundamento de analogía: 

electricidad y transporte de calorelectricidad y transporte de calorelectricidad y transporte de calorelectricidad y transporte de calor

C
LA

S
E

S
 P

A
R

T
IC

U
LA

R
E

S
, T

U
T

O
R

ÍA
S

 T
É

C
N

IC
A

S
 O

N
LIN

E
LLA

M
A

 O
 E

N
V

ÍA
 W

H
A

T
S

A
P

P
: 689 45 44 70

- - -

O
N

LIN
E

 P
R

IV
A

T
E

 LE
S

S
O

N
S

 F
O

R
 S

C
IE

N
C

E
 S

T
U

D
E

N
T

S
C

A
LL O

R
 W

H
A

T
S

A
P

P
:689 45 44 70

w
w

w
.cartagena99.com

 no se hace responsable de la inform
ación contenida en el presente docum

ento en virtud al
A

rtículo 17.1 de la Ley de S
ervicios de la S

ociedad de la Inform
ación y de C

om
ercio E

lectrónico, de 11 de julio de 2002.
S

i la inform
ación contenida en el docum

ento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



INGENIERÍA TÉRMICA
2º Ingeniería en Energía Tema 2. Conducción

Curso 2014-2015
Nº 14 de 55

Modelo matemáticoModelo matemáticoModelo matemáticoModelo matemático

[37][37][37][37]

[38][38][38][38]

[39][39][39][39]
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Perfil de TemperaturasPerfil de TemperaturasPerfil de TemperaturasPerfil de Temperaturas

[40][40][40][40]102
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Flujo de calorFlujo de calorFlujo de calorFlujo de calor

[41][41][41][41])()( 0202 TThxxGq −⋅+−⋅=

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.1 Geometrías sencillas

2.1.2 Conducción con generación

Geometría plana rectangular

T1

kmQ

e

G
T0

h0

T1 > T2 > T0

T2

x1 x2
x

y

z

( ) GTk
t

T
cP +∇⋅−−∇=

∂
∂⋅⋅ρ [4][4][4][4] 0)( =+∇⋅⋅∇ GTk [35][35][35][35]

kkkkmmmm = cte= cte= cte= cte

02 =+∇ GTkm

Enfriamiento
newtoniano
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Caudal de calorCaudal de calorCaudal de calorCaudal de calor

Geometría plana 
rectangular

[42][42][42][42]
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Resistencias de Resistencias de Resistencias de Resistencias de contacto/conveccióncontacto/conveccióncontacto/conveccióncontacto/convección

mc Ah

1
R

⋅
= [43][43][43][43]

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.2 Sólidos en serie
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

�Superficies extendidasSuperficies extendidasSuperficies extendidasSuperficies extendidas

Sólido que está sometido a transporte de calor por conducción a través del mismo y
simultáneamente a transporte de energía por convección y/o radiación con un fluido que lo rodea.

Aumento de Q:Aumento de Q:Aumento de Q:Aumento de Q:

• Aumentar hAumentar hAumentar hAumentar h

• Aumentar Aumentar Aumentar Aumentar ∆∆∆∆TTTT

• Aumentar A: superficies extendidasAumentar A: superficies extendidasAumentar A: superficies extendidasAumentar A: superficies extendidas

hhhh

TTTTBBBB

TTTT∞∞∞∞

QQQQCONCONCONCON = h A (T= h A (T= h A (T= h A (TBBBB –––– TTTT∞∞∞∞))))

C
LA

S
E

S
 P

A
R

T
IC

U
LA

R
E

S
, T

U
T

O
R

ÍA
S

 T
É

C
N

IC
A

S
 O

N
LIN

E
LLA

M
A

 O
 E

N
V

ÍA
 W

H
A

T
S

A
P

P
: 689 45 44 70

- - -

O
N

LIN
E

 P
R

IV
A

T
E

 LE
S

S
O

N
S

 F
O

R
 S

C
IE

N
C

E
 S

T
U

D
E

N
T

S
C

A
LL O

R
 W

H
A

T
S

A
P

P
:689 45 44 70

w
w

w
.cartagena99.com

 no se hace responsable de la inform
ación contenida en el presente docum

ento en virtud al
A

rtículo 17.1 de la Ley de S
ervicios de la S

ociedad de la Inform
ación y de C

om
ercio E

lectrónico, de 11 de julio de 2002.
S

i la inform
ación contenida en el docum

ento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



INGENIERÍA TÉRMICA
2º Ingeniería en Energía Tema 2. Conducción

Curso 2014-2015
Nº 17 de 55

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

�Superficies extendidasSuperficies extendidasSuperficies extendidasSuperficies extendidas

• EjemplosEjemplosEjemplosEjemplos: radiadores de calefacción, : radiadores de calefacción, : radiadores de calefacción, : radiadores de calefacción, motores, motores, motores, motores, disipadores disipadores disipadores disipadores CPUsCPUsCPUsCPUs…………

• ProblemaProblemaProblemaProblema: resistencia adicional a TC (a través del sólido : resistencia adicional a TC (a través del sólido : resistencia adicional a TC (a través del sólido : resistencia adicional a TC (a través del sólido –––– aleta aleta aleta aleta –––– ).).).).

• Conductividad térmicaConductividad térmicaConductividad térmicaConductividad térmica del materialdel materialdel materialdel material: parámetro clave.: parámetro clave.: parámetro clave.: parámetro clave.

• Aletas de diferentes Aletas de diferentes Aletas de diferentes Aletas de diferentes formas.formas.formas.formas.

RectangularRectangularRectangularRectangular
sección constantesección constantesección constantesección constante

RectangularRectangularRectangularRectangular
sección variablesección variablesección variablesección variable

AnularAnularAnularAnular AgujaAgujaAgujaAguja
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

�Superficies extendidasSuperficies extendidasSuperficies extendidasSuperficies extendidas
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

�Selección de la aletaSelección de la aletaSelección de la aletaSelección de la aleta

• EspacioEspacioEspacioEspacio

• PesoPesoPesoPeso

• FabricaciónFabricaciónFabricaciónFabricación

• CostesCostesCostesCostes

• …………

� Información importanteInformación importanteInformación importanteInformación importante

• La superficie extendida (aleta) La superficie extendida (aleta) La superficie extendida (aleta) La superficie extendida (aleta) ¿mejora o empeora la velocidad de transporte de ¿mejora o empeora la velocidad de transporte de ¿mejora o empeora la velocidad de transporte de ¿mejora o empeora la velocidad de transporte de calor calor calor calor 

entre el sólido y el fluido?entre el sólido y el fluido?entre el sólido y el fluido?entre el sólido y el fluido?

�ProcesoProcesoProcesoProceso

1.1.1.1. Determinar la distribución de Determinar la distribución de Determinar la distribución de Determinar la distribución de temperaturastemperaturastemperaturastemperaturas en la aleta.en la aleta.en la aleta.en la aleta.

2.2.2.2. Evaluar la Evaluar la Evaluar la Evaluar la eficaciaeficaciaeficaciaeficacia de la aleta.de la aleta.de la aleta.de la aleta.
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xxxx
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Aletas de sección transversal no uniforme

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

dQdQdQdQCONCONCONCON

QQQQxxxx

QQQQx+dxx+dxx+dxx+dx

AAAACCCC(x)(x)(x)(x)

dAdAdAdASSSS(x)(x)(x)(x)

dxdxdxdx

• Conducción unidimensional (x)Conducción unidimensional (x)Conducción unidimensional (x)Conducción unidimensional (x)
• Estado estacionarioEstado estacionarioEstado estacionarioEstado estacionario
• Conductividad térmica constanteConductividad térmica constanteConductividad térmica constanteConductividad térmica constante
• Radiación desde la superficie despreciableRadiación desde la superficie despreciableRadiación desde la superficie despreciableRadiación desde la superficie despreciable
• Sin generación de energíaSin generación de energíaSin generación de energíaSin generación de energía

�HipótesisHipótesisHipótesisHipótesis
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dQdQdQdQCONCONCONCON

QQQQxxxx

QQQQx+dxx+dxx+dxx+dx

AAAACCCC(x)(x)(x)(x)

dAdAdAdASSSS(x)(x)(x)(x)

dxdxdxdx

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

�Ecuación de conservación de energía (ECE):Ecuación de conservación de energía (ECE):Ecuación de conservación de energía (ECE):Ecuación de conservación de energía (ECE):

�Ley de Fourier:Ley de Fourier:Ley de Fourier:Ley de Fourier:

�Convección con el fluido:Convección con el fluido:Convección con el fluido:Convección con el fluido:

condxxx dQQQ += + [46][46][46][46]

dx

dT
AkQ cx ⋅⋅−=

dx
dx

dT
A

dx
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k

dx

dT
Akdx

dx

dQ
QQ cc

x
xdxx ⋅







 ⋅⋅−⋅⋅−=⋅+=+

[47][47][47][47]

[48][48][48][48]

)( ∞−⋅⋅= TTdAhdQ Scon [49][49][49][49]

0)( =−⋅⋅−






 ⋅ ∞TT
dx

dA

k

h

dx
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dx

d S
c [50][50][50][50] 0)(

11
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⋅+ ∞TT

dx

dA

k

h

Adx

dT

dx

dA

Adx

Td S

c

c

c
[51][51][51][51]

� [47[47[47[47----49] en [46]49] en [46]49] en [46]49] en [46]

Aletas de sección transversal no uniforme
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Aletas de sección transversal uniforme (AC = cte)

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

xPAS ⋅= [52][52][52][52]

LLLL

wwww

tttt

AAAACCCC

TTTTBBBB

xxxx

QQQQCONCONCONCON

P = 2w+2tP = 2w+2tP = 2w+2tP = 2w+2t
AAAACCCC = = = = w· tw· tw· tw· t

QQQQxxxx

TTTT∞∞∞∞

LLLL

AAAACCCC

TTTTBBBB

xxxx

QQQQXXXX

QQQQCONCONCONCON

P = P = P = P = 2222π π π π RRRR
AAAACCCC = = = = ππππ RRRR2222

RRRR

TTTT∞∞∞∞
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�Condiciones límite:Condiciones límite:Condiciones límite:Condiciones límite:

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas
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[51][51][51][51]

�Ecuación general:Ecuación general:Ecuación general:Ecuación general:

�Simplificaciones:Simplificaciones:Simplificaciones:Simplificaciones:

• AAAACCCC = = = = ctectectecte ���� dAdAdAdACCCC/dx /dx /dx /dx = 0 = 0 = 0 = 0 

• AAAASSSS = P· x = P· x = P· x = P· x ���� dAdAdAdASSSS/dx /dx /dx /dx = P= P= P= P

0)(
2

2

=−⋅
⋅
⋅− ∞TT
Ak

Ph

dx

Td

C

[53][53][53][53]

1.1.1.1. Base de la aletaBase de la aletaBase de la aletaBase de la aleta

2.2.2.2. Extremo libre de la aleta. Opciones:Extremo libre de la aleta. Opciones:Extremo libre de la aleta. Opciones:Extremo libre de la aleta. Opciones:

A) A) A) A) Balance de energía en el extremo (convección)Balance de energía en el extremo (convección)Balance de energía en el extremo (convección)Balance de energía en el extremo (convección)::::

B) B) B) B) Extremo adiabático:Extremo adiabático:Extremo adiabático:Extremo adiabático:

C) Temperatura C) Temperatura C) Temperatura C) Temperatura conocidaconocidaconocidaconocida::::

D) Superficie extendida de gran D) Superficie extendida de gran D) Superficie extendida de gran D) Superficie extendida de gran longitud:longitud:longitud:longitud:

BTTx == 0

)( ∞
=

−⋅⋅=






 ⋅⋅−= TTAh
dx

dT
AkLx LC

Lx

C

0==
dx

dT
Lx

LTTLx ==

∞=∞→= TTLLx L)(

[54][54][54][54]

[55][55][55][55]

[56][56][56][56]

[57][57][57][57]

[58][58][58][58]

Aletas de sección transversal uniforme (AC = cte)
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Perfil de temperatura y caudal de calor intercambiado en la aletaPerfil de temperatura y caudal de calor intercambiado en la aletaPerfil de temperatura y caudal de calor intercambiado en la aletaPerfil de temperatura y caudal de calor intercambiado en la aleta

Caso Distribución Temperatura θθθθ/θθθθB Caudal calor Q A

A mLsenh)mk/h(mLcosh
)xL(senh mmk)/h()xL(mcosh

⋅⋅+
−⋅⋅+−⋅

mLsenh)mk/h(mLcosh

mLcosh)mk/h(mLsenh
M

+
⋅+

⋅

B
mLcosh

)xL(mcosh − mLtanhM ⋅

C
mLsenh

)xL(msenhmxsenh)/( BL −+⋅θθ
mLsenh

/mLcosh
M BL θθ−

⋅

D mxe− M

BCC
2

BB AkPhM;Ak/Phm:TT)0(;TT θ⋅⋅⋅⋅=⋅⋅=−=θ=θ−=θ ∞∞

Aletas de sección transversal uniforme

2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

• Perfil de temperaturasPerfil de temperaturasPerfil de temperaturasPerfil de temperaturas: solución ecuación [53]: solución ecuación [53]: solución ecuación [53]: solución ecuación [53]

• Caudal de calorCaudal de calorCaudal de calorCaudal de calor::::
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⋅− ∞TT
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dx
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[53][53][53][53]

∫ ⋅−⋅= ∞

AA

SA dATThQ )( [59][59][59][59]
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

�Desempeño o efectividad de una aleta:Desempeño o efectividad de una aleta:Desempeño o efectividad de una aleta:Desempeño o efectividad de una aleta:

�Eficiencia de una aleta:Eficiencia de una aleta:Eficiencia de una aleta:Eficiencia de una aleta:

Relación entre el caudal de calor transmitido a
través de la aleta al fluido, QA, y el que
existiría sin aleta:

Relación entre el caudal de calor
transmitido a través de la aleta al fluido,
QA, y el máximo posible, QMAX (si la aleta
no ofreciera resistencia al TC y toda su
superficie estuviera a TB):

)(, ∞−⋅⋅
=

TTAh
Q

BBC

A
Aε [60][60][60][60]

)( ∞−⋅⋅
==

TTAh

Q

Q

Q

BA

A

MAX

A
Aη [61][61][61][61]

∫ ⋅−⋅= ∞

AA

SA dATThQ )( [59][59][59][59]
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AAAACCCC

TTTTBBBB

xxxx

QQQQCONCONCONCON

P = 2w+2tP = 2w+2tP = 2w+2tP = 2w+2t
AAAACCCC = = = = w· tw· tw· tw· t

QQQQxxxx
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

Aleta circularAleta circularAleta circularAleta circular    
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2. RÉGIMEN ESTACIONARIO UNIDIMENSIONAL
2.3 Superficies extendidas

�Eficiencia global de la superficie:Eficiencia global de la superficie:Eficiencia global de la superficie:Eficiencia global de la superficie:

[62][62][62][62]
)(,

0
∞−⋅⋅

==η
TTAh

Q

Q

Q

BT

T

MAXT

T

• NNNN: número de aletas: número de aletas: número de aletas: número de aletas
• AAAAAAAA: área de cada aleta: área de cada aleta: área de cada aleta: área de cada aleta
• AAAAEEEE: área de la base expuesta al fluido: área de la base expuesta al fluido: área de la base expuesta al fluido: área de la base expuesta al fluido

• QQQQTTTT:::: Caudal de calor totalCaudal de calor totalCaudal de calor totalCaudal de calor total
• AAAATTTT:::: Área TotalÁrea TotalÁrea TotalÁrea Total
• QQQQT,MAXT,MAXT,MAXT,MAX:::: Caudal de calor máximoCaudal de calor máximoCaudal de calor máximoCaudal de calor máximo

EAT AANA +⋅= [63][63][63][63]

QT,MAX: caudal de calor que se obtendría si toda la superficie de las aletas estuviera a la temperatura
de la base, TB. Es suma del transmitido a través de la base expuesta al fluido y de la aleta.

)( ∞−⋅⋅+⋅η⋅= TTAhQNQ BEMAXAT

)()( ∞∞ −⋅⋅+−⋅⋅⋅η⋅= TTAhTTAhNQ BEBAAT
[64][64][64][64]

[ ] )()( ∞−⋅⋅−+⋅η⋅⋅= TTANAANhQ BATAAT
[65][65][65][65]

( ) )(11 ∞−⋅







η−⋅⋅−⋅⋅= TT

A

AN
AhQ BA

T

A
TT [66][66][66][66]

( )







η−⋅⋅−=

−⋅⋅
=η

∞
A

T

A

BT

T

A

AN

TTAh

Q
11

)(0

[67][67][67][67]

Sustituyendo en [62]Sustituyendo en [62]Sustituyendo en [62]Sustituyendo en [62]

[68][68][68][68]

)(0,0 ∞−⋅⋅⋅η=⋅η= TTAhQQ BTMAXTT
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1.1.1.1. IntroducciónIntroducciónIntroducciónIntroducción
2.2.2.2. Régimen estacionario unidimensionalRégimen estacionario unidimensionalRégimen estacionario unidimensionalRégimen estacionario unidimensional

2.1 Geometrías sencillas
2.2 Sólidos en serie
2.3 Superficies extendidas

3.3.3.3. Régimen estacionario multidimensionalRégimen estacionario multidimensionalRégimen estacionario multidimensionalRégimen estacionario multidimensional
3.1 Método gráfico aproximado
3.2 Método numérico

4. 4. 4. 4. Régimen no estacionarioRégimen no estacionarioRégimen no estacionarioRégimen no estacionario
4.1 Método analítico
4.2 Método numérico
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Tema 2: Conducción
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3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL

• Régimen estacionario unidimensional:Régimen estacionario unidimensional:Régimen estacionario unidimensional:Régimen estacionario unidimensional:

• Sistemas muy sencillos pero de aplicación realSistemas muy sencillos pero de aplicación realSistemas muy sencillos pero de aplicación realSistemas muy sencillos pero de aplicación real

• Régimen estacionario multidimensional:Régimen estacionario multidimensional:Régimen estacionario multidimensional:Régimen estacionario multidimensional:

• Límites del sistema irregularesLímites del sistema irregularesLímites del sistema irregularesLímites del sistema irregulares

• Temperatura límites no uniformesTemperatura límites no uniformesTemperatura límites no uniformesTemperatura límites no uniformes

• Solución analítica: Solución analítica: Solución analítica: Solución analítica: 2 dimensiones y geometría sencilla2 dimensiones y geometría sencilla2 dimensiones y geometría sencilla2 dimensiones y geometría sencilla

� Introducción:Introducción:Introducción:Introducción:

�Métodos:Métodos:Métodos:Métodos:

• AnalíticoAnalíticoAnalíticoAnalítico

• Gráfico aproximado.Gráfico aproximado.Gráfico aproximado.Gráfico aproximado.

• Numérico: incrementos finitosNumérico: incrementos finitosNumérico: incrementos finitosNumérico: incrementos finitos
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3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

3.2.1 Red nodal

Dividir el sólido en una serie de celdillas de dimensiones iguales y a ser posible con superficies
de mallas paralelas a los límites del cuerpo a analizar.

�Construcción de la red nodal:Construcción de la red nodal:Construcción de la red nodal:Construcción de la red nodal:

y, ny, ny, ny, n

x, mx, mx, mx, m

∆∆∆∆xxxx

∆∆∆∆yyyy

m, nm, nm, nm, n----1111

m, n+1m, n+1m, n+1m, n+1

m+1, nm+1, nm+1, nm+1, n
mmmm----1, n1, n1, n1, n

m, nm, nm, nm, n

�Ejemplo: Conducción bidimensional (rectangular)Ejemplo: Conducción bidimensional (rectangular)Ejemplo: Conducción bidimensional (rectangular)Ejemplo: Conducción bidimensional (rectangular)

NodoNodoNodoNodo
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3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

3.2.2 Ecuaciones nodales

Se obtiene resolviendo la ecuación de conservación de energía en cada uno de los nodos.

�Obtención de distribución de temperaturas:Obtención de distribución de temperaturas:Obtención de distribución de temperaturas:Obtención de distribución de temperaturas:

3.2.2.1 Diferencias finitas

•Régimen estacionario.Régimen estacionario.Régimen estacionario.Régimen estacionario.
•Sin generaciónSin generaciónSin generaciónSin generación
•Conducción bidimensionalConducción bidimensionalConducción bidimensionalConducción bidimensional
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[78][78][78][78]
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T nmnm

nm ∆
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,,1

,2/1
[79][79][79][79]

m, nm, nm, nm, n----1111

m, n+1m, n+1m, n+1m, n+1

m+1, nm+1, nm+1, nm+1, n

m, nm, nm, nm, n

NODO INTERIORNODO INTERIORNODO INTERIORNODO INTERIOR

T(x)T(x)T(x)T(x)

xxxx

mmmm----1111 mmmm m+1m+1m+1m+1

mmmm----1/21/21/21/2 m+1/2m+1/2m+1/2m+1/2

∆∆∆∆xxxx ∆∆∆∆xxxx
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⋅−+
+

∆

⋅−+ −+−+

y

TTT

x

TTT nmnmnmnmnmnm
[82][82][82][82]

04 ,1,1,,1,1 =⋅−+++ −+−+ nmnmnmnmnm TTTTT [83][83][83][83]

( )2
,,1,1

,
2

2 2

x

TTT

x

T nmnmnm

nm
∆

⋅−+
≈

∂
∂ −+ [80][80][80][80]

( )2
,1,1,

,
2

2 2

y

TTT

y

T nmnmnm

nm
∆

⋅−+
≈

∂
∂ −+ [81][81][81][81]

3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

3.2.2 Ecuaciones nodales

3.2.2.1 Diferencias finitas

m, nm, nm, nm, n----1111

m, n+1m, n+1m, n+1m, n+1

m+1, nm+1, nm+1, nm+1, n

m, nm, nm, nm, n
T(x)T(x)T(x)T(x)

xxxx

mmmm----1111 mmmm m+1m+1m+1m+1

mmmm----1/21/21/21/2 m+1/2m+1/2m+1/2m+1/2

∆∆∆∆xxxx ∆∆∆∆xxxx

00
2

2

2

2
2 =

∂
∂+

∂
∂∴=∇

y

T

x

T
T [76][76][76][76]

[78], [79] en [77][78], [79] en [77][78], [79] en [77][78], [79] en [77]

∆∆∆∆x = x = x = x = ∆∆∆∆yyyy

Ecuación algebráicaEcuación algebráicaEcuación algebráicaEcuación algebráica
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( )∑
=

→ =∆⋅∆⋅∆⋅+
4

1
, 0

i

nmi zyxGQ [85][85][85][85]

Energía (neta) que entra + Energía generada = 0 Energía (neta) que entra + Energía generada = 0 Energía (neta) que entra + Energía generada = 0 Energía (neta) que entra + Energía generada = 0 [84][84][84][84]

[86][86][86][86]
x

TT
ykQ

nmnm
nmnm ∆

−
⋅⋅∆⋅= −

→−
,,1

,,1 )1(

[87][87][87][87]
x

TT
ykQ

nmnm
nmnm ∆

−
⋅⋅∆⋅= +

→+
,,1

,,1 )1(

[88][88][88][88]
y

TT
xkQ

nmnm
nmnm ∆

−
⋅⋅∆⋅= −

→−
,1,

,1, )1(

[89][89][89][89]
y

TT
xkQ

nmnm
nmnm ∆

−
⋅⋅∆⋅= +

→+
,1,

,1, )1(

[90][90][90][90]04
2

,1,1,,1,1 =∆⋅+⋅−+++ −+−+
k

x
GTTTTT nmnmnmnmnm

3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

3.2.2 Ecuaciones nodales

3.2.2.2 Balance de energía

•EjemploEjemploEjemploEjemplo: régimen estacionario con generación: régimen estacionario con generación: régimen estacionario con generación: régimen estacionario con generación
•SuponerSuponerSuponerSuponer: flujo de calor hacia el nodo: flujo de calor hacia el nodo: flujo de calor hacia el nodo: flujo de calor hacia el nodo

∆∆∆∆x = x = x = x = ∆∆∆∆yyyy

Nodo interno con generaciónNodo interno con generaciónNodo interno con generaciónNodo interno con generación

m, nm, nm, nm, n----1111

m, n+1m, n+1m, n+1m, n+1

m+1, nm+1, nm+1, nm+1, nmmmm----1, n1, n1, n1, n m, nm, nm, nm, n

∆y

∆∆∆∆yyyy

∆∆∆∆xxxx

∆∆∆∆xxxx

G=0  G=0  G=0  G=0  ���� [83][83][83][83]
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Nodo esquina interna con convecciónNodo esquina interna con convecciónNodo esquina interna con convecciónNodo esquina interna con convección
(sin generación)(sin generación)(sin generación)(sin generación)

x

TT
ykQ

nmnm
nmnm ∆

−
⋅⋅∆⋅= −

→−
,,1

,,1 )1( [91][91][91][91]

x

TT
ykQ

nmnm
nmnm ∆

−
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→+
,,1

,,1 )12/( [92][92][92][92]

y

TT
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nmnm
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,1, )12/( [93][93][93][93]

y
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nmnm
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,1, )1( [94][94][94][94]
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TTyh

TTxhQ

,

,,

)2/(

)2/(

−⋅∆⋅

+−⋅∆⋅=

∞

∞→∞
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035,05,0 ,1,,11,,1 =⋅






 ∆⋅+−⋅∆⋅+⋅+⋅++ ∞−++− nmnmnmnmnm T
k

xh
T

k

xh
TTTT [96][96][96][96]

3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

3.2.2 Ecuaciones nodales

3.2.2.2 Balance de energía

( )∑
=

→ =∆⋅∆⋅∆⋅+
4

1
, 0

4
3

i

nmi zyxGQ [85][85][85][85]

m, nm, nm, nm, n----1111

m, n+1m, n+1m, n+1m, n+1

m+1, nm+1, nm+1, nm+1, n
mmmm----1, n1, n1, n1, n m, nm, nm, nm, n

∆∆∆∆yyyy

∆∆∆∆xxxx

TTTT∞∞∞∞

G = 0G = 0G = 0G = 0
∆∆∆∆x = x = x = x = ∆∆∆∆yyyy
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3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

3.2.2 Ecuaciones nodales
Configuración Ecuación en diferencias finitas ( ∆∆∆∆x=∆∆∆∆y; G=0) 

m, n-1

m, n+1

m+1, nm-1, n m, n

∆y

∆x

∞T

 

Nodo en esquina interna con convección 

0T
k

xh
3

T
k

xh
T5,0T5,0TT

n,m

1n,mn,1m1n,mn,1m

=⋅






 ∆⋅+−

⋅∆⋅+⋅+⋅++ ∞−++−

 

m, n-1

m, n+1

m-1, n

∆y

∆x

∞T

 

Nodo en superficie plana con convección 

( ) 025,0 ,1,1,,1 =⋅






 ∆⋅+−⋅∆⋅++⋅+ ∞−+− nmnmnmnm T
k

xh
T

k

xh
TTT  

m, n-1

m-1, n

m, n
∆y

∆x

∞T

 

Nodo en esquina externa con convección 

015,05,0 ,1,,1 =⋅






 ∆⋅
+−⋅

∆⋅
+⋅+⋅ ∞−− nmnmnm T

k

xh
T

k

xh
TT  

m, n-1

m, n+1

m-1, n m, n

∆y

∆x

Q’

 

Nodo en superficie plana con flujo constante 

( ) 02
'

5,0 ,1,1,,1 =⋅−∆⋅++⋅+ −+− nmnmnmnm T
k

xq
TTT  

Nodo en superficie plana adiabática (Q’=0) 

( ) 025,0 ,1,1,,1 =⋅−+⋅+ −+− nmnmnmnm TTTT  
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3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

Resumen de construcción de redes nodales

∆x = ∆y∆x = ∆y∆x = ∆y∆x = ∆y

T1T1T1T1

T2T2T2T2

T3T3T3T3

T4T4T4T4

T1 ≈ T2 >> T3 ≈ T4T1 ≈ T2 >> T3 ≈ T4T1 ≈ T2 >> T3 ≈ T4T1 ≈ T2 >> T3 ≈ T4
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3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

Resumen de construcción de redes nodales

∆x = ∆y∆x = ∆y∆x = ∆y∆x = ∆y
TTTT∞

TBTBTBTB

TTTT∞ < TB< TB< TB< TB
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3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

Resumen de construcción de redes nodales

∆x = ∆y∆x = ∆y∆x = ∆y∆x = ∆y
TTTT∞

TBTBTBTB

TTTT∞ < TB< TB< TB< TB

= = = = ∆∆∆∆zzzz
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2332211

22323222121

11313212111

NNNNNNN
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cTaTaTaTa

cTaTaTaTa

cTaTaTaTa

=⋅++⋅+⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅+⋅
=⋅++⋅+⋅+⋅

L

MMMM

L

L

[97][97][97][97] [ ] [ ] [ ]CTA = [98][98][98][98]

[ ] [ ] [ ]CAT
1−= [99][99][99][99]

NNNNNNN

NN

NN

CbCbCbCbT

CbCbCbCbT

CbCbCbCbT

⋅++⋅+⋅+⋅=

⋅++⋅+⋅+⋅=
⋅++⋅+⋅+⋅=

L

MMMM

L

L

332211

23232221212

13132121111

[100][100][100][100]

Sistema de N ecuaciones con N incógnitasSistema de N ecuaciones con N incógnitasSistema de N ecuaciones con N incógnitasSistema de N ecuaciones con N incógnitas

3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

3.2.3 Solución de las ecuaciones

�Métodos de solución del sistema de ecuaciones:Métodos de solución del sistema de ecuaciones:Métodos de solución del sistema de ecuaciones:Métodos de solución del sistema de ecuaciones:

•Directos Directos Directos Directos (N no muy elevado)(N no muy elevado)(N no muy elevado)(N no muy elevado)
•Indirectos o iterativos Indirectos o iterativos Indirectos o iterativos Indirectos o iterativos (N elevado)(N elevado)(N elevado)(N elevado)

3.2.3.1 Método de inversión de matrices

SoluciónSoluciónSoluciónSolución

Ecuación diferencialEcuación diferencialEcuación diferencialEcuación diferencial Sistema de N ecuaciones algebraicasSistema de N ecuaciones algebraicasSistema de N ecuaciones algebraicasSistema de N ecuaciones algebraicas

N = número de nodosN = número de nodosN = número de nodosN = número de nodos
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1. Reorganizar ecuaciones nodales1. Reorganizar ecuaciones nodales1. Reorganizar ecuaciones nodales1. Reorganizar ecuaciones nodales

2. Despejar 2. Despejar 2. Despejar 2. Despejar la temperatura de cada elemento diagonalla temperatura de cada elemento diagonalla temperatura de cada elemento diagonalla temperatura de cada elemento diagonal

3. Suponer una distribución inicial de temperaturas 3. Suponer una distribución inicial de temperaturas 3. Suponer una distribución inicial de temperaturas 3. Suponer una distribución inicial de temperaturas ((((k=0)k=0)k=0)k=0)

4. Calcular una nueva distribución de temperaturas (k=k+1)4. Calcular una nueva distribución de temperaturas (k=k+1)4. Calcular una nueva distribución de temperaturas (k=k+1)4. Calcular una nueva distribución de temperaturas (k=k+1)

5 Comprobar la convergencia5 Comprobar la convergencia5 Comprobar la convergencia5 Comprobar la convergencia
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[103][103][103][103]

ε≤− −1k
i

k
i TT [104][104][104][104]

3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

3.2.3.2 Método de iteración de Gauss-Seidel

2332211
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[97][97][97][97]
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1.1.1.1. Red nodalRed nodalRed nodalRed nodal

2.2.2.2. Ecuaciones nodales:Ecuaciones nodales:Ecuaciones nodales:Ecuaciones nodales:
• Nodos internos: 1, 2, 3, 4  Nodos internos: 1, 2, 3, 4  Nodos internos: 1, 2, 3, 4  Nodos internos: 1, 2, 3, 4  

04 ,1,1,,1,1 =⋅−+++ −+−+ nmnmnmnmnm TTTTT

04100500 123 =⋅−+++ TTT

04100500 241 =⋅−+++ TTT

04100100 341 =⋅−+++ TTT

04100100 432 =⋅−+++ TTT 60004 321 =+−−⋅ TTT

60004 421 =−+⋅+− TTT

20040 431 =−⋅++− TTT

20040 432 =⋅+−− TTT
4

600 32
1

TT
T

++=

4
600 41

2
TT

T
++=

4
200 41

3
TT

T
++=

4
200 32

4
TT

T
++=

KKKK TTTT1111 TTTT2222 TTTT3333 TTTT4444

0000
1111
2222
3333
4444
5555
6666

300,0300,0300,0300,0
275,0275,0275,0275,0
259,4259,4259,4259,4
252,3252,3252,3252,3
250,6250,6250,6250,6
250,1250,1250,1250,1
250,0250,0250,0250,0

300,0300,0300,0300,0
268,8268,8268,8268,8
254,7254,7254,7254,7
251,2251,2251,2251,2
250,3250,3250,3250,3
250,1250,1250,1250,1
250,0250,0250,0250,0

200,0200,0200,0200,0
168,8168,8168,8168,8
154,7154,7154,7154,7
151,2151,2151,2151,2
150,3150,3150,3150,3
150,1150,1150,1150,1
150,0150,0150,0150,0

200,0200,0200,0200,0
159,4159,4159,4159,4
152,3152,3152,3152,3
150,6150,6150,6150,6
150,1150,1150,1150,1
150,1150,1150,1150,1
150,0150,0150,0150,0

3.3.3.3. ReorganizaciónReorganizaciónReorganizaciónReorganización

4.4.4.4. Despejar temperaturasDespejar temperaturasDespejar temperaturasDespejar temperaturas

5.5.5.5. ResoluciónResoluciónResoluciónResolución

3. RÉGIMEN ESTACIONARIO MULTIDIMENSIONAL
3.2 Método numérico: diferencias finitas

3.2.3 Solución de las ecuaciones

3.2.3.1 Método de iteración de Gauss-Seidel

1111 2222

3333 4444

500500500500°°°°CCCC

100100100100°°°°CCCC100100100100°°°°CCCC

100100100100°°°°CCCC
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1.1.1.1. IntroducciónIntroducciónIntroducciónIntroducción
2.2.2.2. Régimen estacionario unidimensionalRégimen estacionario unidimensionalRégimen estacionario unidimensionalRégimen estacionario unidimensional

2.1 Geometrías sencillas
2.2 Sólidos en serie
2.3 Superficies extendidas

3.3.3.3. Régimen estacionario multidimensionalRégimen estacionario multidimensionalRégimen estacionario multidimensionalRégimen estacionario multidimensional
3.1 Método gráfico aproximado
3.2 Método numérico

4. 4. 4. 4. Régimen no estacionarioRégimen no estacionarioRégimen no estacionarioRégimen no estacionario
4.1 Método analítico
4.2 Método numérico

ÍNDICE

Tema 2: Conducción
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4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO

�Transmisión de calor en régimen no estacionario:Transmisión de calor en régimen no estacionario:Transmisión de calor en régimen no estacionario:Transmisión de calor en régimen no estacionario:

•GeneralmenteGeneralmenteGeneralmenteGeneralmente: cambio en las condiciones límite del sistema: cambio en las condiciones límite del sistema: cambio en las condiciones límite del sistema: cambio en las condiciones límite del sistema
•Ecuación de conservaciónEcuación de conservaciónEcuación de conservaciónEcuación de conservación::::

( ) GTk
t

T
cP +∇⋅−−∇=

∂
∂⋅⋅ρ [4][4][4][4]

•Solución analíticaSolución analíticaSolución analíticaSolución analítica: 2 variables y geometría sencilla (Reg. no estacionario: unidimensional): 2 variables y geometría sencilla (Reg. no estacionario: unidimensional): 2 variables y geometría sencilla (Reg. no estacionario: unidimensional): 2 variables y geometría sencilla (Reg. no estacionario: unidimensional)

o Método analítico.Método analítico.Método analítico.Método analítico.
•Resistencia interna despreciable.Resistencia interna despreciable.Resistencia interna despreciable.Resistencia interna despreciable.
•Resistencia interna no despreciable.Resistencia interna no despreciable.Resistencia interna no despreciable.Resistencia interna no despreciable.

o Sólido Sólido Sólido Sólido semiinfinitosemiinfinitosemiinfinitosemiinfinito....
o Método numérico.Método numérico.Método numérico.Método numérico.

•Método explícito.Método explícito.Método explícito.Método explícito.
•Método implícito.Método implícito.Método implícito.Método implícito.

�Solución de la ecuación:Solución de la ecuación:Solución de la ecuación:Solución de la ecuación:
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Resistencias en serie:Resistencias en serie:Resistencias en serie:Resistencias en serie:

---- Externa:Externa:Externa:Externa: fluido (fluido (fluido (fluido (convecciónconvecciónconvecciónconvección))))

---- Interna:Interna:Interna:Interna: sólido (sólido (sólido (sólido (conducciónconducciónconducciónconducción))))

Número de BiotNúmero de BiotNúmero de BiotNúmero de Biot

k

Lh

h

kL

R

R
Bi cc

ext

⋅===
/1
/int [105][105][105][105]

T(t,r)T(t,r)T(t,r)T(t,r)

QQQQ

TTTT∞∞∞∞ = cte= cte= cte= cte
hhhh

RRRR

4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.1 Método analítico

�AplicaciónAplicaciónAplicaciónAplicación

Conducción unidimensional.
Ejemplo: calentamiento de un sólido por inmersión en un fluido caliente.

TTTT∞∞∞∞

T(t=0)T(t=0)T(t=0)T(t=0)

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=t1111))))

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=t2222))))

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=tnnnn))))

Bi < 0,1Bi < 0,1Bi < 0,1Bi < 0,1
T = T(t)T = T(t)T = T(t)T = T(t)

TTTT∞∞∞∞

T(t=0)T(t=0)T(t=0)T(t=0)

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=t1111))))

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=t2222))))

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=tnnnn))))

Bi > 0,1Bi > 0,1Bi > 0,1Bi > 0,1
T = T(t,r)T = T(t,r)T = T(t,r)T = T(t,r)

rrrr

TTTT

rrrrrrrr RRRRRRRR

TTTT

rrrrRRRRRRRR
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�Balance de energíaBalance de energíaBalance de energíaBalance de energía

( )TTAh
dt

dT
VcP −⋅⋅=⋅⋅⋅ρ ∞ [106][106][106][106] ( ) dt

Vc

Ah

TT

dT

P

⋅
⋅⋅ρ

⋅=
−∞

[107][107][107][107]

� Integrando:Integrando:Integrando:Integrando:

( ) 








⋅⋅ρ
⋅⋅−=

−
−

⋅
⋅⋅ρ

⋅=
− ∞

∞

∞
∫∫ Vc

tAh

TT

TT
dt

Vc

Ah

TT

dT

P

t

P

T

T

exp
000

Q [108][108][108][108]

( )FoBi
L

t

k

Lh
t

L

L

k

k

Lc

h

TT

TT

C

C

C

C

CP

⋅−=









 ⋅α⋅⋅−=







⋅⋅⋅

⋅⋅ρ
−=

−
−

=
θ
θ

∞

∞ expexpexp
2

00

[109][109][109][109]

•Número de Fourier:  Número de Fourier:  Número de Fourier:  Número de Fourier:  FoFoFoFo = = = = αααα t / Lt / Lt / Lt / LCCCC
2222

•DifusividadDifusividadDifusividadDifusividad térmica:  térmica:  térmica:  térmica:  αααα = k / = k / = k / = k / ρρρρ ccccPPPP

•Longitud característica (esfera):Longitud característica (esfera):Longitud característica (esfera):Longitud característica (esfera): 34

34
2

3
R

R

R

A

V
LC =

⋅π⋅

⋅π⋅
== [110][110][110][110]

4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.1 Método analítico

4.1.1 Resistencia interna despreciable (Bi<0,1)

TTTT∞∞∞∞

T(t=0)T(t=0)T(t=0)T(t=0)

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=t1111))))

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=t2222))))

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=tnnnn))))

TTTT

rrrrrrrr RRRRRRRR

⇒

⇒

�Caudal de calor:Caudal de calor:Caudal de calor:Caudal de calor:

•Instantáneo (t):Instantáneo (t):Instantáneo (t):Instantáneo (t): ( ) ( ))(exp)()()( 0 tFoBiAhtAhtTTAhtQ ⋅−θ⋅⋅=θ⋅⋅=−⋅⋅= ∞ [111][111][111][111]

•Total (0 Total (0 Total (0 Total (0 ���� t)t)t)t):::: ( )[ ])(exp1)( 0

0

tFoBiVcdttQQ

t

P ⋅−−⋅θ⋅⋅⋅ρ=⋅= ∫ [112][112][112][112]
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�ModeloModeloModeloModelo matemáticomatemáticomatemáticomatemático:::: sólidosólidosólidosólido esféricoesféricoesféricoesférico sumergidosumergidosumergidosumergido enenenen bañobañobañobaño










∂
∂⋅⋅

∂
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T 2
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[114][114][114][114]

0:0:0 TTrRt =≥≥=
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[115][115][115][115]

[116][116][116][116]

[117][117][117][117]

�Solución del perfilSolución del perfilSolución del perfilSolución del perfil:
• Forma de series

• Temperatura (θ) y posición adimensional (ξ)

• Números adimensionales (Bi y Fo)

k = ctek = ctek = ctek = cte
G = 0G = 0G = 0G = 0

T
t

T 21 ∇=
∂
∂⋅

α
[113][113][113][113]

Caudal de calorCaudal de calorCaudal de calorCaudal de calor

4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.1 Método analítico

4.1.2 Resistencia interna no despreciable (Bi>0,1)

rrrr

TTTT

rrrrRRRRRRRR

TTTT∞∞∞∞

T(t=0)T(t=0)T(t=0)T(t=0)

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=t1111))))

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=t2222))))

T(t=tT(t=tT(t=tT(t=tnnnn))))

Bi > 0,1Bi > 0,1Bi > 0,1Bi > 0,1
T = T(t,r)T = T(t,r)T = T(t,r)T = T(t,r)
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Geometría Solución analítica rigurosa Solución apro ximada (Fo>0,2) 

Pared plana (x) 

espesor = 2x1 

ξ = x/x1 

k

hx
Bi 1=

 

2
1x

t
Fo
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)cos()exp( 2

1

ξλλθ NN
N
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)sen(4

NN

N
NC

λλ
λ

+
=  

BiNN =)tg(λλ  

)cos()exp( 1
2
11 ζλλθ FoC −=  

o,  )cos( 10 ζλθθ =    (2) 

0
1

1

Ref

)sen(
1 θ

λ
λ

−=
Q

Q
   (3) 

Cilindro (r) 
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Esfera (r) 

radio esfera = R0 

ξ = r/R0 
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4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.1 Método analítico

4.1.2 Resistencia interna no despreciable (Bi>0,1)

)( 0Ref TTVcQ p −⋅⋅⋅ρ= ∞

[118][118][118][118]

0Rr=ξ
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4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.1 Método analítico

4.1.2 Resistencia interna no despreciable (Bi>0,1). Gráficas de Heisler

Debe cumplirse que Debe cumplirse que Debe cumplirse que Debe cumplirse que :
• T0 constante y homogénea en el sólido

• k, T∞ constantes y homogéneas en el fluido

• Ausencia de generación de calor en el sólido
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4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.1 Método analítico

4.1.2 Resistencia interna no despreciable (Bi>0,1). Gráficas de Heisler

Debe cumplirse que Debe cumplirse que Debe cumplirse que Debe cumplirse que :
• T0 constante y homogénea en el sólido

• k, T∞ constantes y homogéneas en el fluido

• Ausencia de generación de calor en el sólido
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4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.1 Método analítico

4.1.2 Resistencia interna no despreciable (Bi>0,1). Gráficas de Heisler
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[125][125][125][125]

Derivadas espacialesDerivadas espacialesDerivadas espacialesDerivadas espaciales
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2 2
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Derivada temporalDerivada temporalDerivada temporalDerivada temporal
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( ) ( ) pppppp

nmnmnmnmnmnm
TFoTTTTFoT

,1,1,,1,1,
411 ⋅⋅−++++⋅=

−+−+
+

[129][129][129][129]

4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.2 Método numérico

4.2.1 Método explícito

•BidimensionalBidimensionalBidimensionalBidimensional
•Sin generaciónSin generaciónSin generaciónSin generación
•Coordenadas rectangularesCoordenadas rectangularesCoordenadas rectangularesCoordenadas rectangulares
•Conductividad constanteConductividad constanteConductividad constanteConductividad constante

�EjemploEjemploEjemploEjemplo ( ) GTk
t

T
cP +∇⋅−−∇=

∂
∂⋅⋅ρ

[4][4][4][4]

( )2x

t
Fo

∆
∆⋅α= [130][130][130][130]∆∆∆∆x = x = x = x = ∆∆∆∆yyyy

( ) ( )2
1,1,
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221
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TT pp
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pp

nmnmnmnm
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+
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[128][128][128][128]
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4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.2 Método numérico

4.2.1 Método explícito

( ) ( ) pppppp

nmnmnmnmnmnm
TFoTTTTFoT

,1,1,,1,1,
411 ⋅⋅−++++⋅=

−+−+
+

[ca 129][ca 129][ca 129][ca 129]
Ecuaciones explícitasEcuaciones explícitasEcuaciones explícitasEcuaciones explícitas

1+⇒ p
i

p
i TT

�Precisión:Precisión:Precisión:Precisión:

•Depende de Depende de Depende de Depende de ∆∆∆∆x, x, x, x, ∆∆∆∆yyyy y y y y ∆∆∆∆tttt
•A menor valor del incremento:A menor valor del incremento:A menor valor del incremento:A menor valor del incremento:

•Mayor precisiónMayor precisiónMayor precisiónMayor precisión
•Mayor tiempo de cálculoMayor tiempo de cálculoMayor tiempo de cálculoMayor tiempo de cálculo

�Proceso de cálculo:Proceso de cálculo:Proceso de cálculo:Proceso de cálculo:

•p=0p=0p=0p=0 ���� Temperaturas Temperaturas Temperaturas Temperaturas (T(T(T(Tm,nm,nm,nm,n)))) a t = 0 a t = 0 a t = 0 a t = 0 

•p=1p=1p=1p=1 ���� Temperaturas Temperaturas Temperaturas Temperaturas (T(T(T(Tm,nm,nm,nm,n)))) a t = a t = a t = a t = ∆∆∆∆tttt

•p=2p=2p=2p=2 ���� Temperaturas Temperaturas Temperaturas Temperaturas (T(T(T(Tm,nm,nm,nm,n)))) a t = 2 a t = 2 a t = 2 a t = 2 ∆∆∆∆tttt

•…………………………………………

•p=¿?p=¿?p=¿?p=¿? ���� Temperaturas Temperaturas Temperaturas Temperaturas (T(T(T(Tm,nm,nm,nm,n)))) a t = ta t = ta t = ta t = tFinalFinalFinalFinal

�Proceso de cálculo:Proceso de cálculo:Proceso de cálculo:Proceso de cálculo:

• El método explícito converge para determinados valores del incremento de tiempo (hay un valor El método explícito converge para determinados valores del incremento de tiempo (hay un valor El método explícito converge para determinados valores del incremento de tiempo (hay un valor El método explícito converge para determinados valores del incremento de tiempo (hay un valor 

máximo por encima del cual no converge la solución).máximo por encima del cual no converge la solución).máximo por encima del cual no converge la solución).máximo por encima del cual no converge la solución).

( ) ( ) pppp

mmmnm
TFoTTFoT ⋅⋅−++⋅=

−+
+ 21

11,

1
[131][131][131][131]

1111
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4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.2 Método numérico

4.2.1 Método explícito Convergencia de la solución

•Elección incrementos espacialesElección incrementos espacialesElección incrementos espacialesElección incrementos espaciales: compromiso entre precisión y requerimientos de cálculo.: compromiso entre precisión y requerimientos de cálculo.: compromiso entre precisión y requerimientos de cálculo.: compromiso entre precisión y requerimientos de cálculo.
•Elección incremento temporalElección incremento temporalElección incremento temporalElección incremento temporal: criterio de estabilidad de la solución.: criterio de estabilidad de la solución.: criterio de estabilidad de la solución.: criterio de estabilidad de la solución.

�Criterio de estabilidad:Criterio de estabilidad:Criterio de estabilidad:Criterio de estabilidad:

El valor del coeficiente asociado con la temperatura del nodo de interés en el tiempo anterior, El valor del coeficiente asociado con la temperatura del nodo de interés en el tiempo anterior, El valor del coeficiente asociado con la temperatura del nodo de interés en el tiempo anterior, El valor del coeficiente asociado con la temperatura del nodo de interés en el tiempo anterior, 
p, deber ser mayor o igual que cero.p, deber ser mayor o igual que cero.p, deber ser mayor o igual que cero.p, deber ser mayor o igual que cero.

�Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo: sistema bidimensional y nodo interior:sistema bidimensional y nodo interior:sistema bidimensional y nodo interior:sistema bidimensional y nodo interior:

( ) ( ) pppppp

nmnmnmnmnmnm
TFoTTTTFoT

,1,1,,1,1,
411 ⋅⋅−++++⋅=

−+−+
+

[ca 129][ca 129][ca 129][ca 129]

�Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo: Ejemplo: sistema unidimensional y nodo interior:sistema unidimensional y nodo interior:sistema unidimensional y nodo interior:sistema unidimensional y nodo interior:

( ) ( ) pppp

mmmnm
TFoTTFoT ⋅⋅−++⋅=

−+
+ 21

11,

1
[ca 131][ca 131][ca 131][ca 131]

[132][132][132][132]
4
1≤Fo

2
1≤Fo [133][133][133][133]
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Balance de energía: Balance de energía: Balance de energía: Balance de energía: 

E. (neta) que entra + E. generada = E. acumulada E. (neta) que entra + E. generada = E. acumulada E. (neta) que entra + E. generada = E. acumulada E. (neta) que entra + E. generada = E. acumulada �Nodo exterior:Nodo exterior:Nodo exterior:Nodo exterior:

( ) ( )
t

TTx
AcTT

x

Ak
TTAh

pp

P
ppp

∆
−

⋅∆⋅⋅⋅ρ=−⋅
∆
⋅+−⋅⋅

+

∞
0

1
0

010 2
[134][134][134][134]

( ) ( ) pppp

P

p TTT
x

t
TT

xc

th
T 00120

1
0

22 +−⋅
∆

∆⋅α⋅+−⋅
∆⋅⋅ρ
∆⋅⋅= ∞

+
[135][135][135][135]

( ) ( ) ppp TFoBiFoTBiTFoT 01
1

0 2212 ⋅⋅⋅−⋅−+⋅+⋅⋅= ∞
+ [136][136][136][136]

k

xh
Bi

∆⋅= [137][137][137][137]

4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.2 Método numérico

4.2.1 Método explícito Balance de energía

UnidimensionalUnidimensionalUnidimensionalUnidimensional
Sin generaciónSin generaciónSin generaciónSin generación
Coordenadas rectangularesCoordenadas rectangularesCoordenadas rectangularesCoordenadas rectangulares

TTTT0000 TTTT1111 TTTT2222 TTTT3333

∆∆∆∆x/2x/2x/2x/2 ∆∆∆∆xxxx

xxxx

hhhh

∞TTTT

FluidoFluidoFluidoFluido

Criterio de estabilidadCriterio de estabilidadCriterio de estabilidadCriterio de estabilidad

2/1)1( ≤+⋅ BiFo [138][138][138][138]

( ) ( ) pppp
m mmm

TFoTTFoT ⋅⋅−++⋅=
−+

+ 21
11

1 [ca 131][ca 131][ca 131][ca 131]

�Nodo interior Nodo interior Nodo interior Nodo interior (ya visto)(ya visto)(ya visto)(ya visto)::::

2
1≤Fo [133][133][133][133]
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ExplícitoExplícitoExplícitoExplícito [128][128][128][128]

ImplícitoImplícitoImplícitoImplícito ( ) ( )2
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1,
1

1,

2
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221
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TTT
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[139][139][139][139]

�Balance de energíaBalance de energíaBalance de energíaBalance de energía

UnidimensionalUnidimensionalUnidimensionalUnidimensional
Nodo interiorNodo interiorNodo interiorNodo interior

Nodo superficialNodo superficialNodo superficialNodo superficial ppp TTBiFoTFTBiFoFo 0
1

10
1

0 22)221( +⋅⋅⋅=⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅+ ∞
++

( ) p
m

p
m

p
m

p
m TTTFTFo =+⋅−⋅⋅+ +

+
+
−

+ 1
1

1
10

1)21(

[141][141][141][141]

[142][142][142][142]

4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.2 Método numérico

4.2.2 Método implícito

2

2

2

21

y

T

x

T

t

T

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂⋅

α
[125][125][125][125]

•BidimensionalBidimensionalBidimensionalBidimensional
•Sin generaciónSin generaciónSin generaciónSin generación
•Coordenadas rectangularesCoordenadas rectangularesCoordenadas rectangularesCoordenadas rectangulares
•Conductividad constanteConductividad constanteConductividad constanteConductividad constante

�EjemploEjemploEjemploEjemplo ( ) GTk
t

T
cP +∇⋅−−∇=

∂
∂⋅⋅ρ

[4][4][4][4]

∆∆∆∆x = x = x = x = ∆∆∆∆yyyy

( ) ( ) p
nm

ppppp TTTTTFoTFo
nmnmnmnmnm ,
11111

1,1,,1,1,
41 =+++⋅−⋅⋅+ +++++

−+−+ [140][140][140][140]
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4. RÉGIMEN NO ESTACIONARIO
4.2 Método numérico

Método explícito 
Configuración 

Ecuación ( ∆∆∆∆x=∆∆∆∆y; G=0) 
Criterio 

estabilidad 

Método implícito 

m, n-1

m, n+1

m+1, nm-1, n

m, n
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